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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ ХІМІЧНИХ ПРОЦЕСІВ ЗІ ЗМІННИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

 
Розглядається побудова математичних моделей складних хімічних процесів, коли в різні моменти часу на результат хімічної 
реакції діють різні чинники. Використовується метод найменших квадратів. Цей матеріал може бути використаний для 
навчання студентів ЗВО в дисциплінах Математична статистика, Чисельні методи, Загальні технології харчових 
виробництв, Харчова хімія та ін. Приклади з аналізу експериментальних моделей дослідження лабораторних випробувань 
нових кислотних компонентів для карбонатного колектора можуть бути застосовані у навчанні студентів за ОП Хімічна 
інженерія. 
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Вступ. 
Інколи ми не можемо описати хімічний процес 

однією математичною моделлю, тому що в різні 
моменти часу на результат хімічної реакції діють різні 
чинники. Тоді доводиться будувати різні математичні 
моделі на різних проміжках часу. Часто навіть 
невідома точка перемикання, тобто момент часу, коли 
відбувається перехід до іншої математичної моделі. 
Розглянемо можливості побудови таких математич-
них моделей. Для розрахунків будемо використову-
вати електронні таблиці Microsort Excel [1] і матема-
тичний пакет MATLAB та його розширення Statistics 
And Machine Learning Toolbox [2]. 

Попередні дослідження. 
Досліджень у цьому напрямку небагато. Так, в [3] 

розв’язується подібна задача, але там момент 
переходу з однієї моделі до іншої заздалегідь відомий. 
Ми розв’яжемо цю задачу у випадку, коли точка 
перемикання теж підлягає визначенню. 

Постановка задачі. 
Концентрація деякого продукту під час хімічної 

реакції змінюється з часом за даними, наведеними у 
табл. 1. 

Відкриємо електронну таблицю Excel з пакету 
Microsoft Office. Занесемо дані до нового аркушу 
таблиці у комірки A2:A42 та B2:B42. У комірки A1 та 
B1 можна занести назви стовпців. 

В залежності від локалі операційної системи 
(українська, англійська, російська) десяткові крапки 

інколи треба замінити комами. Коли електронна 
таблиця розпізнала введені дані як число, то за 
умовчанням воно буде притиснуте до правого краю 
комірки. Якщо такого немає, перевірте ще раз введені 
дані: там є якийсь нечисловий символ. 

Нарисуємо експериментальні точки. Для цього 
виділимо стовпці A та B разом із першим рядком 
заголовків, потім натискаємо “Вставка” → “Гисто-
грамма” → “Все типы диаграмм…” → обрати точко-
вий графік без ліній. Результат показаний на рис. 1. 
Точки на графіку нагадують S-подібну криву. 

Побудова математичної моделі. 
Аналіз умов проведення реакції показує, що на її 

початку, від 𝑡 = 0 до якогось невідомого моменту 
часу 𝑡 , коли концентрація продукту ще мала, вона 
зростає як квадрат часу: 𝑦 = 𝑎𝑡 . А потім, при 𝑡 > 𝑡 , 
у реакцію втручаються інші чинники, і вона 
уповільнюється, а концентрація продукту на виході 
зростає лише до якогось граничного значення 𝑦  за 
моделлю насичення 𝑦 = 𝑏 (1 − 𝑒 ). Загальна 
математична модель у цьому випадку має вигляд: 

 

𝑦 =
𝑎𝑡 ; 𝑡 ≤ 𝑡 ;

(𝑦 − 𝑦 ) 1 − 𝑒 ( ) + 𝑦 ; 𝑡 > 𝑡 .
(1) 

 
Вигляд кривої для цієї моделі показаний рис. 2. 
Треба визначити параметри цієї моделі за 

заданими експериментальними даними. 

 
Таблиця 1. Залежність концентрації від часу 

𝑡  𝑦  𝑡  𝑦  𝑡  𝑦  𝑡  𝑦  
0 0,158249 55 12,655893 105 30,095252 155 35,468551 
5 0,158249 60 12,066487 110 31,811334 160 37,327559 
10 0 65 14,937365 115 31,981744 165 36,858254 
15 1,344800 70 17,084004 120 33,623338 170 38,080774 
20 2,068071 75 18,141082 125 34,485335 175 35,511149 
25 1,992528 80 21,870441 130 35,833799 180 37,049539 
30 3,322536 85 22,977869 135 34,800185 185 36,351491 
35 3,354825 90 26,973389 140 33,667757 190 39,738952 
40 4,681638 95 27,215924 145 35,070968 195 38,154333 
45 7,171400 100 29,405897 150 37,139916 200 38,667609 
50 9,327803       
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Рис. 1. Графік експериментальних точок з табл. 1. 

 
 

 
Рис. 2. Модель з різними аналітичними виразами 

 
Аналіз моделі. 
У цієї моделі п’ять невідомих параметрів: 

коефіцієнт параболи 𝑎, абсциса та ордината точки 
перемикання 𝑡 , 𝑦 , коефіцієнт спадання швидкості 
зростання концентрації 𝑣 та граничний рівень, до 
якого вона зростає, 𝑦 . Але на ці п’ять параметрів 
накладаються дві умови: неперервність та гладкість у 
точці перемикання (𝑡 , 𝑦 ). Адже концентрація у 
процесі реакції змінюється не стрибками і зламами, а 
неперервно та гладко. Це означає, що при 𝑡 = 𝑡  
значення обох виразів у формулі (1) та їхніх похідних 
повинні співпадати: 

𝑎𝑡 = 𝑦 ;

2𝑎𝑡 = (𝑦 − 𝑦 )𝑣.
(2) 

Звідсіля можна виключити два якихось 
параметри моделі, а залишити лише три. При 
розв’язанні системи нелінійних рівнянь нам треба 
буде задавати початкові значення параметрів. 
Дивлячись на графік, легше оцінити приблизно 
координати точки перемикання (𝑡 , 𝑦 ) та 
максимальне значення 𝑦 . Тому вилучаємо з 
системи (2) 𝑎 та 𝑣: 

⎩
⎨

⎧𝑎 =
𝑦

𝑡
;

𝑣 =
2𝑦

𝑡 (𝑦 − 𝑦 )
.

(2) 

 
Тоді математична модель (1) набуває вигляду: 
 

𝑦 =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑦

𝑡

𝑡
; 𝑡 ≤ 𝑡 ;

(𝑦 − 𝑦 ) ×

× 1 − exp −
2𝑦 (𝑡 − 𝑡 )

𝑡 (𝑦 − 𝑦 )
+

+𝑦 ;

𝑡 > 𝑡 .

(3) 

Тепер математична модель нашої задачі зале-
жить лише від трьох параметрів: 𝑡 , 𝑦  та 𝑦 . 
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Рис. 2. Обчислення функції правдоподібності 𝐿 
 

 
 

Рис. 3. Параметри оптимізації 
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Рис. 4. Результат розв’язання задачі оптимізації 
 

 
 

Рис. 5. Теоретична крива та експериментальні точки 
 
Метод найменших квадратів. 
Параметри моделі будемо визначати за допомо-

гою методу найменших квадратів – класичного 
методу математичної статистики [4]. Його застосуван-
ня полягає в мінімізації функції правдоподібності, яка 
в нашому випадку виглядає так: 

𝐿(𝑡 , 𝑦 , 𝑦 ) =

= 𝑦 − 𝑦(𝑡 , 𝑡 , 𝑦 , 𝑦 ) → min.
(5) 

При мінімізації функції треба задати якесь 
початкове наближення. З графіку приблизно оціню-
ємо початкові значення параметрів моделі: 𝑡 = 70; 
𝑦 = 15; 𝑦 = 40. Заносимо ці дані в комірки D2:D4. 
У комірку E2 заносимо формулу для обчислення 
теоретичного значення, що реалізує (3). В англійській 
локалі вона має вигляд: 

 
=IF(A2<$D$2;$D$3*(A2/$D$2)^2;($D$4-$D$3)* 
(1-EXP(-2*$D$3*(A2-$D$2)/($D$2*($D$4- 
$D$3))))+$D$3) 

 

Копіюємо її в комірки E3:E42 – матимемо 
стовпчик E з теоретичними значеннями 𝑦. У стовпчик 
F заносимо квадрат різниці між експериментальним та 
теоретичним значенням для кожного 𝑡. Для цього в 
комірку F2 заносимо формулу: =(B2-E2)^2 
і копіюємо її у комірки F3:F42. І, нарешті, в комірку 
G2 заносимо обчислення суми чисел, що містяться у 
стовпчику F:=SUM(F2:F42) 

Це буде функція правдоподібності 𝐿, що 
залежить від аргументів 𝑡 , 𝑦 , 𝑦 . Цей стан аркушу 
таблиці показаний на рис. 2. Далі треба мінімізувати 
цю функцію, змінюючи її аргументи. Для розв’язання 
задачі оптимізації у MS Excel є спеціальна надбудова: 
“Данные” → “Анализ” → “Поиск решения”. Якщо 
цього пункту немає, треба його включити: “Файл” → 
“Параметры” → “Надстройки”. У вікні праворуч 
виділити “Поиск решения” та натиснути кнопку 
“Перейти…”. Відкриється вікно “Настройки”, у ньому 
треба позначити пункти “Поиск решения”, “Пакет 
анализа” та “Пакет анализа – VBA”. Після підтверд-
ження цих дій потрібна надбудова буде доступна. 

Запускаємо розв’язувач (“Данные” → “Поиск 
решения”). Встановлюємо його опції (рис. 3). 
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Цільова функція: у комірці $G$2. Мета оп-
тимізації: мінімум. Аргументи: у комірках $D$2:$D$4.  

У цій задачі краще додати обмеження на змінні. 
З рис. 1 ми бачимо, що, скоріш за все, 𝑡 ∈ [30; 100]; 
𝑦 ∈ [5; 25]; 𝑦 ∈ [30; 50]. 

Ці обмеження задаються кнопкою “Добавить”. 
Синтаксис там очевидний: задаємо ліву частину, знак, 
праву частину.  

Метод розв’язання: можна залишити метод 
узагальненого понижуючого градієнту, тому що 
функція  𝐿  неперервно-диференційовна за своїми 
аргументами 𝑡 , 𝑦 , 𝑦 .. Натискаємо кнопку “Найти 

решение”, потім “Сохранить решение”, і отримуємо 
результат, показаний на рис. Ошибка! Источник 
ссылки не найден.: 𝑡 = 76,2; 𝑦 = 20; 𝑦 = 38,5. 

Отримали математичну модель: 

𝑦 =
0,00344445𝑡 ; 𝑡 ≤ 76,2;

18,5 1 − 𝑒 , ( , ) + 20; 𝑡 > 76,2.
(4) 

Тут пораховані всі проміжні коефіцієнти. Далі 
стандартними засобами Microsoft Excel рисуємо 
графік знайденої теоретичної кривої з накладанням на 
нього експериментальних точок. Цей графік показа-
ний на рис. 5.

 

 
Рис. 7. Результати розрахунків у MATLAB 

 
Висновки з розв’язання задачі в MATLAB. 
Занесемо дані з табл. 1 в текстовий файл tiyi.txt у 

вигляді двох стовпців: перший – аргументи 𝑡 , другий 
– значення функції 𝑦 . Запустимо MATLAB, 
відкриємо редактор, занесемо в нього такі команди і 
збережемо: 
clear % очистили пам'ять 
close all % закрили вікна фігур 
clc % очистили командне вікно 
load("tiyi.txt"); % ввели дані 
ti=tiyi(:,1); % аргументи 
yi=tiyi(:,2); % значення функції 
% рівняння теоретичної кривої 
fun=@(b,t)b(2)*(t/b(1)).^2.*(t<=b(1))+... 
  ((b(3)-b(2))*(1-exp(-2*b(2)*(t-b(1))/... 
  (b(1)*(b(3)-b(2)))))+b(2)).*(t>b(1)); 
b0=[70 15 40]; % початкові наближення 
b=nlinfit(ti,yi,fun,b0); % оптимізація 
% друкуємо результати 
disp("Параметри моделі:") % друкуємо 
fprintf("t0=%5.2f\ny0=%5.2f"+... 
  "\nymax=%5.2f\n",b) 
a=b(2)/b(1)^2; % інші параметри 
nu=2*b(2)/(b(1)*(b(3)-b(2))); 
disp("Математична модель:") 
fprintf("y=%10.8f*t^2; t<=%5.2f\n",a,b(1)); 
fprintf("y=%5.2f*(1-exp(-%10.8f*(t-"+... 

  "%5.2f)))+%5.2f; t>%5.2f\n",... 
  b(3)-b(2),nu,b(1),b(2),b(1)); 
% теоретична крива для графіка 
tt=min(ti):max(ti); % абсциси 
yt=fun(b,tt); % ординати 
% рисуємо графік 
figure("Position",[100 100 600 480]) % вікно 
plot(ti,yi,"bs",tt,yt,"r-") % графіки 
ht=legend("експериментальні точки",... 
  "теоретична крива",... 
  "Location","southeast"); % надпис 
grid("on") % сітка 
box("on") % обмежувальний прямокутник 
xlabel("\itt_{i}") % мітка осі Ox 
ylabel("\ity_{i}") % мітка осі Oy 
set(gca,"FontName","Times New Roman",... 
  "FontSize",12) % змінили шрифт вікна 
set(ht,"FontName","Times New Roman",... 
  "FontSize",12) % змінили шрифт надпису 
print("Ris7","-dpng") % зберегли рисунок 

Запустимо цей скрипт на розрахунок: натиснемо 
клавішу F5. В результаті в командному вікні 
MATLAB будуть надруковані результати: 
Параметри моделі: 
t0=76.19 
y0=20.00 
ymax=38.48 
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Математична модель: 
y=0.00344557*t^2; t<=76.19 
y=18.48*(1-exp(-0.02841713*(t-76.19)))+ 
20.00; t>76.19 

 
Буде також створений рисунок, який збережеться 

у файлі Ris7.png.  
Приклади з аналізу експериментальних моделей 

дослідження та лабораторних випробувань 
інноваційних технологій розвитку різновидів галузей 
можуть бути застосовані у навчанні студентів за 
освітньою програмою Хімічна інженерія. 
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S. P. IGLIN  
 
MATHEMATICAL MODELS OF CHEMICAL PROCESSES WITH VARIABLE CHARACTERISTICS 
 

The article discusses the construction of mathematical models of complex chemical processes when different factors act 
on the result of a chemical reaction at different points in time. The method of least squares is used. This material can be 
used to teach university students in the disciplines of Mathematical Statistics, Numerical Methods, General Technologies 
of Food Production, Food Chemistry, etc. Applications from the analysis of experimental research models and laboratory 
testing of innovative technologies for the development of different types of galusa can be supported by incoming students 
in the chemical engineering program. Examples from the analysis of experimental research models of laboratory tests of new 
acid components for a carbonate collector can be applied in the training of students in the Chemical Engineering educational program. 

Keywords: mathematical model, analytic expression, switching point, least squares method, function 
minimization. 

 


